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bzw.  in  komplexer  Schreibweise 

w-  = Aw  + Bw  + C, 

haben  sich  viele  Untersuchungen  und  Verallgemeinerungen  (vgl.  [4],  [5] 
[6],  [10],  [13])  ange s chlos sen . Die  funktionentheoretischen  Eigenschaf- 
ten  der  Losungen  solcher  Systeme  sind  bis  hin  zur  Mevanlinnaschen  Wert- 
ve r te i lungs theorie  [2],  [3],  [11],  [12],  [16]  entwickelt  und  entsprin- 
gen  dem  auf  Bers  und  Vekua  zuriickgehenden  Ahnlichkeitsprinzip. 


*)  Herrn  Professor  Rolf  Nevanlinna  zum  80.  Geburtstag  gewidmet. 

+)  Diese  Arbeit  entstand,  wahrend  sich  der  zweitgenannte  Verfasser 
durch  die  Alexander  von  Humboldt-Stif tung  mit  dem  "Senior  U.S. 
Scientist  Award"  ausgezeichnet  im  Sommersemester  1975  an  der  Freien 
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die  Greenschen  Funktionen  erster  und  zweiter  Art  fiir  D.  Hat  D einen 
glatten  Rand  3D,  so  existiert  eine  Konstante  c,  die  durch 


festgelegt  werden  kann,  so  daB 
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Randwer tprobleme  fUr  obige  Systeme  werden  ausftlhrlich  in  [10],  [16] 
und  in  [9],  [17],  [18]  behandelt.  Hier  sollen  wie  In  [10]  und  [17] 
die  Greenschen  Funktionen  erster  und  zweiter  (Neumannsche  Funktion) 
Art  benutzt  werden,  urn  das  Randwert-Normproblem  fUr  eine  nichtlineare 
Gleichung  der  Form 
(1)  w-  = f(z,w) 

zu  losen.  Existenz  und  Eindeutigkeit  der  Losung  dieses  Problems  wird 
mit  Hilfe  einer  allgemeineren  Bedingung  gesichert,  als  es  die  Lip- 
schitzbedingung  ist.  Mit  anderen  Methoden  (Einbettungsmethode)  und 
andersartigen  Voraussetzungen  (zweimalige  stetige  Differenzierbarkeit  von  f 
nach  w und  w)  ist  das  Problem  in  [9]  behandelt  worden.  Neben  den  ver- 
allgemeinerten  analytischen  Funktionen  sind  die  approximativ  analy- 
tischen  Funktionen  (vgl.  [3],  [14],  [1])  Losungen  von  Dif ferential- 
gleichungen  des  Typ  (1). 

1.  Vorbereitende  Betrachtungen . Ist  4>  eine  konforme  Abbildung  des 
einfach  zusammenhangenden  Gebietes  D der  komplexen  Ebene  E mit  mehr 
als  einem  Randpunkt  auf  den  Einheitskreis , so  sind 

G1(c,z):  = - yr  log  I ^ (-C)  (z) / (C,z£D> 

2"  1 - ?TTT«(z) 

GII(t,z):  = - ^ log  I (<)>U)  - $(2))  ( 1 -TUT  4>  ( z ) ) I (;,z£D) 
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Charakter istische  Eigenschaf ten  auf  3D  sind 

GlU,2)  = O,  dnGn  (C,z)  =-  J^|d<i  (c)  I <t€3D,z£D>, 

/ GU(c,z)  |d<Mc)  | = 0 ( zED)  . 

3D 

Mit  Hilfe  einer  auf  (glattem  Rand)  3D  gegebenen  reellen  stetigen  bzw. 

Holder-stotigen  Funktion  op  wird  durch 

S(z):  = - / ip(c)  Id  G1  (r,,z)  - i dGII(c,z)]  (zED), 

3D  n 

WO 

d:  = d<'  V = - 1 [ii  - £ d^' 

in  D eine  holomorphe  Funktion  <P  definiert,  die  den  Randbcdingungen 

ReSlan  = Vr  / Im  ip  ( C ) | d<p  ( C)  ( = o 

dU  3D 

A 

geniigt,  und  unter  Hinzunahme  ihrer  Randwerte  in  D = DU3D  stetig  bzw. 
Holder-stetig  ist  (vgl.  [10],  9.4  Oder  [17]).  Fur  in  D stetige  Funk- 

A 

tionen  w mit  verallgemeinerten  ersten  Ableitungen  in  Lp(D)(2<p)  gilt 
in  D folgende  Integraldarstellung  ([10],  10.4): 

(3)  -<z)  -*  - 0 ( z ) + 

+ iJ(w-U)[G^U,z)+G“(c,z)]  + w-  ( [ G;  ( C , z ) -G^ 1 ( C , z ) ] Jdtdc , 

[)  *»  C C C S 

(4)  0 (z ) := [ [Re  w(c) [d  G1 (c.z)-idG11 (c,z) ]+i  Im  w(C)d  G11 (C,z) }. 

3D  n n 

Setzt  man  anstelle  von  (4) 

(5)  0 (z ) = J Re  w(5) [d^G1 (c,z)  - idGII(t,z)]  - iC 

3D 

mit  einer  willkurlichen  reellen  Konstanten  C,  so  ist  die  "Randnorm" 
von  Im  w, 

yr  J Im  w(e)  |d4>U)  I 

* " on 
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Hilfcsatz:  D sei  ein  beschrSnktes  Gebiet  von  C und  g(z,x)  eine  in 

A 

D x [O,  + ")  nlchtnegative , in  x stetige  Funktion  mit  den  Eigenschaf- 
ten 

i.  g(z,o)  = 0,  g(z,x)  S g(z,y)  (z£D,  0<  x <.  y)  , 

A A 

ii.  g (z  ,x  (z ) ) £Lp  (D)  (2<p)  fUr  jede  in  D stetige,  nichtnegative 
Funktion  x, 

iii.  Es  existiert  ein  K>0,  so  daB 

df;  do 

(6)  / g<  c,K)  < K, 

D I C - z| 

A 

iv.  FUr  den  auf  der  Menge  der  auf  D stetigen,  nichtnegativen , durch 

K nach  oben  beschrankten  Funktionen  betrachteten  Integraloperator 

I, 

d£  do  a 

(lx)  (z):  = Jg(t,x(5))  ( z£D , x£C (D) , c=C+in) , 

D |C  - *| 

ist  1 nicht  Eigenwert. 

Dann  hat  die  Integralungleichung 

(7)  6 ( z ) < (I6)(z)  (zED) 

A 

in  der  Menge  der  auf  D stetigen  Funktionen  mi t Wertevorrat  in  [0,K] 
nur  die  Nullfunktion  als  LSsung. 

Beweis : Es  sei  eine  stetige  LSsung  von  (7)  mit  O < Aq  ( z ) < K. 

Die  durch 

h : = I A , (n£  ]N) 

n ~ n-1 

gegebene  Funktionenfolge  von  stetigen,  nichtnegativen,  durch  K nach 
oben  beschrankten  Funktionen  ist  monoton  wachsend  und  beschrankt,  so 
daB 

A = lira  A 
oo  n 


i • 


existiert.  Wegen  der  monotonen  Konvergenz  und  der  Stetigkeit  von  g in 
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der  zweiten  Veriinderlichen  gilt 

Ct  - 16 . 

Damit  1st  a eine  stetlge  Funktion  aus  der  Def inltionsmenge  von  £ und 
damit  die  Nullf unktlon. 

A 

Wegen  0 S A <,  A gilt  also  A (z)  = 0 in  D. 

^ o ^ o 

Ein  Beispiel  fiir  eine  Funktion  g mit  den  Eigenschaf ten  dieses  Hilfs- 
satzes  ist 

(8)  g ( z , x)  * g(z)x 

mit 

0<g(z)  (zED),  g£L  (D)  (2<p)  , Jg(C)  <1  (*€D)  - 

P 0 1 1 z | 

Kier  braucht  Bedingung  lv.  nicht  gefordert  zu  werden.  Vielmehr  erglbt 
sie  srch  ebenso  wie  die  Behauptung  des  Hilfssatzes  in  diesem  Fall  so- 
g-eich  mit  einem  indirekten  Beweisschlufl  aus  der  Ungleichungskette 

6 ( z)  s JgU)6(c)rf-%i  S Max  6 (z)  Jg  ( O jf~i  < Max  6 (z)  . 

n |C"ZI  a n 1 4 z I a 

U z£D  U z£D 

Lemma : Ist  D ein  beschrdnktes  Gebiet  von  I mit  Durchmesser  d(D)  und 

w£L  (D)  (2<p),  so  gilt 

P , r . A 

Jlf  CC>  I ffTTJ  * M Lp(f,D)  (Z£C) 

mit 

L (f,D):  = (J|f U) |P  dn)P 
p D 

und  -j 

M = M(p,D):  = I—-)"5  d“(D)  (a  = 2l£,l  + i = 1). 

Der  Beweis  ergibt  sich  durch  Anwendung  der  Holderschen  Ungleichung . 

2.  Die  erste  Randwertauf qabe . Es  sei  D ein  einfach  zusammenhangendes, 
neschranktes  Gebiet  von  I mit  stetig  gekrummtem  Rand  2D,  ip  eine  auf 


2D  stetige,  reelle  Funktion  und  f eine  in  D x I gegebene  komplexe 
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Funktlon  mit  folgenden  Eigenschaf ten: 

A A 

v.  f (z ,w(z ) ) £L  (D) (2<p)  fUr  alle  in  D stetlgen,  komplexen  Funktionen  w. 

vi.  Es  existiert  eine  in  D * [0,  + °°)  definierte,  in  der  zweiten 

A 

Variablen  stetige  und  in  x = o gleichgradig  beziiglich  z£D  stetlge  Funktion  g(z,x) 
mit  den  Eigenschaf  ten  i.  - iv.  des  Hilfssatzes  , so  daB  mit  c aus  (2) 
|f(z,w)  - f ( z , w)  ] S - g (z  , | w-w  | ) (z£DiW,w£!T)  . 

Unter  diesen  Voraussetzungen  wird  das  Randwertproblem 

(9)  w-  = f(z,w),  Kew|3D  = ip 

untersucht.  Es  wird  sich  zeigen,  daB  dieses  Problem  eindeutig  losbar 
ist,  wenn  die  Randnorm  von  Im  w 

(10)  Jr  J Im  w(c)  1 d4>  CC>  | = C 

3D 

> 

vorgegeben  wird  und  die  Konstante  K aus  (6)  gentigend  groB  ist.  Urn  dies 
zu  sehen,  ist  zu  beachten,  daB  sich  eine  Losung  von  (9),  (10)  nach 
(3) , (4)  durch 

(11)  w(z)  = - 0(z)  + (Pw)  (z)  ( z£D) 


0 ( z ) : = f ip(C)  (d  G1  (c,z)  - idGI:I(c,z)]  - iC  (z£D) 
3D 

A 

und  fiir  wGC(D)  und  z€D 


(Pw)  (z)  :=2/{f  (c,w(c))  [G* (C,z)+G*J (c,z)  ]+lU,,w(T]  )[C 

D 4 g 

darstellen  ISBt.  Der  Integraloperator  P ist  wegen 


3-(C,z)-G]J(c,zn}d£dn 


| (Pw  - Pw)  (z)  | < Jg(c,  |w(C)  - “(nOyl—j1 

mit  Riicksicht  auf  die  gleichgradige  Stetigkeit  von  g(z,x)  in  x=o  auf 
dem  Banachraum 


B :=  (w:  w £ C(D),  ||w||  :=  Max  |w(z) | ) 


der  in  D stetigen  Funktionen  mit  Maximumnorm  stetig.  Pw  ist  in  D 
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beschrdnkt  und  HOlder-stetig  mit  dem  von  w unabhdngigen  Hfllder-Expo- 
nenten  a = ^Ivgl.  |16]  (I , §6 . 1 ))  ,da  f (z  ,w  (z)  ) €Lp  (D)  (2<P). 

Satz  1 : ErfUllt  die  Konstante  K die  ( ( 6)  einschlieBende)  Bedingung 


(12) 
mit 

so  exisitert  in 


|0|  | + M[Lp(fo,D)  + Lp(g2K,D)]  < K 


f 0 ( z ) : = c£ (z,o) ,g2k (z) : = g (z,2K) (z£D) , 


A:  = {w:  wec(D)  , | |w|  | < K,  Rew|3D=(p,  / Im  w(c)  |d<MO  I = C)  c B 


2n 


3D 


nur  eine  Losung  w der  Integralgleichung  (11);  fur  sie  gelten 


Rew 


3D 


= M><  ^ / Im  w(c)  | d<t>  ( C ) | = C. 


3D 


Beweis : Da -0  zu  A gehort,  ist  A nicht  leer.  Wegen  (12)  biIdet-0  + P 
die  kompakte,  konvexe  Menge  A von  B in  sich  ab,  so  daB  nach  dem  Schau- 
derschen  Fixpunktsatz  in  A eine  Losung  der  nichtlinearen  Integral- 
gleichung (11)  existiert.  Diese  LSsung  ist  sogar  Hblder-stetig,  wenn 
die  Randvorgaben  ip  Hdlder-Stetig  sind.  DaB  die  Randbedingungen  er- 
fiillt  sind,  laflt  sich  wie  in  [10]  zeigen. 

Um  die  Eindeutigkeit  der  Ldsung  in  A nachzuweisen,  nehme  man  die 
Existenz  zweier  Losungen  w und  u)  an.  Dann  gilt  fur  z£D 
| w (z) -uj (z)  | = |pw-Puj)  (z)  | < Jg(t,|w(0-u(c)  |)  x|rfy  5 s k. 


p ^2K 


Da  demnach  | w (z ) -a)  (z ) | der  Integralungleichung  (7)  geniigt  und  die  Funk- 
tion  g(z,x)  die  Voraussetzungen  des  Hilfssatzes  erfiillt,gilt  w = u. 

A 

Da  Pw  unter  der  Voraussetzung  f (z  ,w  ( z))£Lp  (D)  ver  allgemeinerte  Ablei- 

tungen  erster  Ordnung  hat  (siehe  etwa  [16]),  und  die  verallgemeinerte 

Ableitung  nach  z durch 

~ (Pw)  (z)  = f(z,w(z))  (z£D) 

dZ 


gegeben  wird,  stimmt  die  Losung  von  (11)  mit  der  verallgemeinerten 


ne 


Ldsung  des  Randwert-Normproblems  (9),  (10)  iiberein.  1st  f (z  ,w  (2  ) ) f(ir 
die  Ldsung  von  (11)  beschrSnkt  und  Hdlder-stetig,  so  existiert  die 
Ableitung  von  w im  klassischen  Sinn  und  man  erhait  eine  Ldsung  im  klas- 
sischen  Sinn.  Zum  Beweis  der  Existenz  einer  Ldsung  wird  filr  g(z,x) 
nur  die  beztiglich  z£D  gleichgradige  Stetigkeit  in  x = o bendtigt.  Die 
Voraussetzungen  fiir  g(z,x)  aus  dem  Hilfssatz  sind  nur  fur  den  Eindeu- 
tigkeitsbeweis  bendtigt  worden. 


Satz  2:  Das  Randwert-Normproblem  (9),  (10)  hat  eine  in  der  Menge  A 
eindeutig  bestimmte  verallgemeinerte  Losung,  wenn  f den  Bedingungen 
v.  und  vi.  geniigt.  1st  ip  Hdlder-stetig  auf  3D  und  f(z,w(z))  beschrankt 
und  Hdlder-stetig  fiir  Holder-stetige  Funktionenw,  so  ist  die  Ldsung 
im  klassischen  Sinn  zu  verstehen. 

I 

3.  Anmerkungen  und  Folqerungen,  Es  geniigt,  an  Stelle  von  (12)  nur 

(13)  |0(z)|  + / ( | f0(C)  | + g(C.K))  S K (z€D) 

und 

(14)  J g(C,2K)  jfrfj  S K (z£D) 
zu  verlangen. 

Bedingung  (12)  ist  fiir  den  bereits  erwShnten  Spezialfall  der  Lip- 
schitz-Bedingung  (8)  erfiillbar.  Man  hat  nur  K gemaB 

(15)  2 | | 0 | | < K,  2MLp(fo,D)  < K ( 1 -4MLp (g , D) ) 
unter  der  Voraussetzung 

4M  Lp(g,D)  < 1, 

die  fiir  hinreichend  kleine  Gebiete  D erfiillbar  ist,  zu  wahlen.  Da  K 
hier  beliebig  groB  festgelegt  werden  kann,  ist  die  Ldsung  des  Rand- 
wert-Normproblems (9),  (10)  unter  (8)  und  (15)  eindeutig  in  B bestinrnt. 

A 

Satz  3:  Das  Randwert-Normproblem  (9),  (10)  hat  im  Raum  C(D)  eine  eindeu- 


tig bestimmte  verallgemeinerte  Ldsung,  wenn 
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f . 

i 


f (z,w(z) )€Lp(D) (2<p,  w€C ( D) , z€D) , 

|f(z,w)  - f ( z ,u)  | < ^g(z)|w  - uj|  (z£D;w,oj£ir)  , 
g£Lp(D),  2 J g(C>  ||  ”-£|  * 1. 

Die  Bedingungen  (6),  (12),  (13),  (14)  sind  fUr  hinreichend  kleines 

Gebiet  D fdr  vorgegebenes  K(  gegebenenfalls  K > 2||0||)  erfdllbar. 

Satz  4:  Das  Randwert-Normproblem 

w-  = f (z,w)  , Rew | 3D  = ip,  J Im  w(0  |d<MO  | = C 

9 D 

fUr  ein  einfach  zusammenhangendes  beschranktes  Gebiet  D nit  stetig 
gekriimintem  Rand  9D,  auf  9D  stetiger  reeller  Funktion  ip  und  reeller 

A 

Konstanten  C ist  in  C(D)  eindeutig  losbar  im  verallgemeinerten  Sinn, 

A 

wenn  f in  D x C folgenden  Bedingungen  geniigt: 

A A 

1.  t(z,w(z))  gehort  fur  alle  in  D stetigen  Funktionen  zu  L (D)  (2<p), 

2.  t f ( z , w ) - f(z,u)|  5 — g(z,|w-u|)  (z£D;  w,u6IC) 

A 

u.it  einei  in  D x [0,+«>)  nichtnegativen , in  x monoton  wachsenden  und 

A 

stetigen,  in  x = o gleichgradig  beziiglich  z€D  stetigen  und  dort  fur 
x = o identisch  in  z verschwindenden  Funktion  g(z,x),  fur  die  fur 

A 

jede  in  D stetige,  nichtnegative  Funktion  x(z) 

1.  g(z,x(z) ) £Lp(D)  (2<p), 

2.  x(z)*J  g(c,x(c) ) _dn | wenigstens  fur  ein  z£D,  falls  x(z)  * 0, 

D K~  z| 

erfUllt  sind. 

Zu  den  betrachtenden  Funktionen  gehoren  unter  den  zusatzlichen  Vor- 
aussetzungen 

f(z,o)  = 0,  g(z,x)  = g(z)x  (g£L^(D)) 
die  approximativ  analytischen  Funktionen. 


, '‘i* 'A-' -4m  l 
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In  this  paper  nonlinear  elliptic  systems  in  the  plane  are  in- 
vestigated. An  iteration  procedure  is  developed  for  the  first 
oundary  value  problem  which  is  shown  to  converge  under  weakened 
restrictions  The  method  may  be  thought  of  as  a generalization 
of  the  work  of  fraack  and  Wendland  "Vorlesungen  uber  partielle 
und  Pfaffsche  Di f f erentialgleichungen " (Birkhauser,  Basel- 
Stuttgart,  1969)  concerning  boundary  value  problems  for  linear 
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20  Abstract 


elliptic  systems  in  the  plane.  The  equations  studied 
are  of  interest  for  nonlinear  elastic  theories  of 
plates . 


